
Dalš́ı př́ıklady

Cvičeńı 1. Uvažujme n r̊uzných dopis̊u a n r̊uzných obálek s již nadepsanou adresou. Zmatená sekretářka
umı́st́ı dopisy do obálek zcela náhodně.

(a) Jaká je pravděpodobnost, že je alespoň jeden dopis ve správné obálce?

(b) Spočtěte limitu této pravděpodobnosti pro n → ∞ a zjistěte, jak se tato limita lǐśı od přesného
výsledku pro n = 5 a n = 10.

Řešeńı. (a) Oč́ıslujeme dopisy č́ısly 1,...,n a stejně tak i př́ıslušné obálky. Bud’ π permutace na množině
{1, ..., n}, tj. zobrazeńı (1, ..., n) 7→ (i1, ..., in) aneb po složkách π(j) = ij ∈ {1, ..., n}. Množina všech
výsledk̊u pokusu je rovná množině všech permutaćı na množině {1,...,n} a zadáńı lze tedy formulovat jako
pravděpodobnost, že náhodně zvolená permutace má alespoň jeden pevný bod, tj. existuje i ∈ {1, ..., n},
že π(i) = i. Označme tento jev A. Tento jev lze zapsat jako sjednoceńı jednodušš́ıch jev̊u

A = ∪ni=1Ai,

kde Ai = {π ∈ ω;π(i) = i}. Vı́me, že |Ω| = n! a |Ai| = (n − 1)!. Stejně tak je snadno vidět, že |Ai ∩ Aj | =
(n− 2)! pro i 6= j. Takto můžeme pokračovat a vid́ıme, že

|Ai1 ∩ · · · ∩Aik | = (n− k)!,

a tedy P(Ai1 ∩ · · · ∩Aik) = (n−k)!
n! .

Nyńı již stač́ı jen použ́ıt princip inkluze a exkluze pro výpočet pravděpodobnosti sjednoceńı a dostaneme

P(A) = P(∪ni=1Ai) = n
(n− 1)!

n!
−
(
n

2

)
(n− 2)!

n!
+ ...+ (−1)n+1 1

n!
=

n∑
k=1

(−1)k+1 1

k!
.

(b) Dle Leibnizova kritéria pro konvergenci alternuj́ıćı řady P(A) konverguje pro n → ∞ a jej́ı limita je
rovna e−1

Cvičeńı 2. Uvažujte tř́ıdu n osob.

(a) S jakou pravděpodobnost́ı v této tř́ıdě existuje alespoň jedna osoba, která má narozeniny na Štědrý
den? Vyč́ıslete pro n = 30 a n = 100.

(b) Jaká je pravděpodobnost, že v této tř́ıdě existuj́ı dva lidé, kteř́ı maj́ı narozeniny ve stejný den?

(c) Kolik nejméně osob muśı být ve tř́ıdě, aby pravděpodobnost z (b) byla vyšš́ı než 1/2? Pro jednoduchost
vždy uvažujte, že rok má 365 dńı a že se lidé rod́ı rovnoměrně během roku.

Řešeńı. (a) Označme jev A = [alespoň jedna osoba má narozeniny na Štědrý den]. Pravděpodobnost to-
hoto jevu spoč́ıtáme pomoćı doplňkové pravděpodobnosti

P(A) = 1−
(

364

365

)n
(b) Označme jevA = [dva lidé maj́ı narozeniny ve stejný den]. Opět je jednodušš́ı použ́ıt doplňkovou pravděpodobnost

P(A) = 1− 365 ∗ 364 ∗ ...(365− n+ 1)

365n

Cvičeńı 3. V krabici máme b b́ılých a a černých kouĺı. Postupně je taháme ven bez vraceńı.

(a) Jaká je pravděpodobnost, že vytáhneme b́ılou kouli v prvńım tahu? A ve druhém?

(b) Jaká je pravděpodobnost, že (n + 1)-ńı tažená koule bude b́ılá?
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Řešeńı. Př́ıklad odpov́ıdá konceptu ”Pólyova schématu”.
(a) P(1. vytažená je b́ılá) = b

a+b . Dále z věty o úplné pravděpodobnosti

P(2. vytažená je b́ılá) = P(2. je b́ılá|1. je b́ılá) · P(1. je b́ılá) + P(2. je b́ılá|1. je černá) · P(1. je černá)

=
b− 1

a+ b− 1
· b

a+ b
+

b

a+ b− 1
· a

a+ b

= ... =
a

a+ b

(b) Celkový počet zp̊usob̊u, kterým lze vytáhnout postupně (a+b) kouĺı je (a+b)!. Celkový počet př́ıznivých
jev̊u je b(a+ b− 1)! (odpov́ıdá fixováńı (n+ 1). pozice a náhodně rozdělenému zbytku). Tedy

P((n+1). vytažená je b́ılá) =
b

a+ b

pro n ≤ a+ b− 1, jinak je to 0.

Cvičeńı 4. Na cvičeńı z Pravděpodobnosti a statistiky se r student̊u rozděluje do n paralelek cvičeńı.
Předpokládejme, že každý student si vyb́ırá skupinu náhodně a že počet student̊u ve skupinách je neomezený.

(a) Zvolme jednu pevnou paralelku. Určete pravděpodobnost, že se na ńı přihláśı právě k student̊u.

(b) Jaká je pravděpodobnost, že na i−tém cvičeńı bude právě ki student̊u pro všechny i = 1, ..., n?

(c) Spoč́ıtejte limitu pravděpodobnosti z bodu (a) pro n→∞, r →∞ tak, že r/n→ λ > 0.

Řešeńı. (a) Označme X = počet student̊u ve vybrané paralelce. Pak X může nabývat hodnoty z {0, ..., r}.
Pravděpodobnost, že jeden konkrétńı student zvoĺı tuto paralelku je 1/n =: p. Pro k ∈ {0, ..., r} pak

P(X = k) =

(
r

k

)(
1

n

)k (
1− 1

n

)r−k
.

V tomto př́ıpadě X má tzv. binomické rozděleńı s parametry r, 1n (X ∼ Bi(r, 1n)).
(b) Označme Xi = počet student̊u na i-té paralelce. Stejně jako v (a) plat́ı Xi ∼ Bi(r, 1n). Chceme, aby
platilo X1 + ...+Xn = r. Pak pro k1, ..., kn takové, že k1 + ...+ kn = r plat́ı

P(X1 = k1, ..., Xn = kn) =
r!

k1! · · · kn!

(
1

n

)k1
· · ·
(

1

n

)kn
=

r!

k1! · · · kn!

(
1

n

)r
.

Tento předpis odpov́ıdá tzv. multinomickému rozděleńı ((X1, ..., Xn) ∼ Multi(r, 1n , ...,
1
n)).

Označme p := 1
n . Hledáme limitńı rozděleńı pro Bi(r, p), tj. pro k ∈ N

lim
p→0,r→∞,rp→λ>0

(
r

k

)
pk(1− p)r−k =?

Rozepsáńım faktoriál̊u a použit́ım asymptotické rovnosti ' dostaneme(
r

k

)
pk(1− p)r−k ' r(r − 1) · · · (r − k + 1)

k!

(
λ

r

)k (
1− λ

r

)r−k
' λ

k!

(
1− λ

r

)r (λ
r

)−k
' λ

k!
· e−λ · 1

Alternativně lze použ́ıt Stirlingovu formuli pro rozpis faktoriál̊u. Co jsme dostali, je předpis pravděpodobnosti
k událost́ı tzv. Poissonova rozděleńı s parametrem λ, kde tento parametr můžeme interpretovat jako očekávaný
počet událost́ı.
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Cvičeńı 5. Tři lovci vystřelili současně na divokého kance. Pravděpodobnosti zásahu jsou po řadě rovny
0.2, 0.4 a 0.6 a lovci stř́ıĺı nezávisle na sobě.

(a) S jakou pravděpodobnost́ı kance zastřelil prvńı střelec, byl-li kanec zasažen jedinou střelou?

(b) Necht’ náhodná veličina X udává počet střel, které zasáhly kance. Určete rozděleńı X a nakreslete
distribučńı funkci.

Řešeńı. (a) Pravděpodobnost podmı́nky (tj jevu, že byl kanec střelen právě jednou střelou). Ta je 58
125 .

Pravděpodobnost pr̊uniku s jevem, že kance zastřelil prvńı lovec, je 6
125 . Př́ımo z definice podmı́něné

pravděpodobnosti dostaneme celkový výsledek 3
29 .

(b) Rozděleńı je jednoznačně určeno pravděpodobnostmi pk = P(X = k), k = 0, 1, 2, 3, kde

p0 =
24

125
, p1 =

58

125
, p2 =

37

125
, p3 =

6

125
.

P(X = x) = 0 pro x ∈ R \ {0, 1, 2, 3}.

Cvičeńı 6. V krabici je N čokoládových bonbón̊u, z nichž je K plněno karamelovou náplńı. Vyberete si z
krabice náhodně n bonbón̊u. Necht’ X znač́ı počet vytažených bonbón̊u s karamelovou náplńı.

(a) Určete rozděleńı X.

(b) Spoč́ıtejte středńı hodnotu X.

(c) Spoč́ıtejte rozptyl X.

(V bodech (b) a (c) využijte, že X můžeme napsat jako součet (závislých) 0-1 veličin.)

Řešeńı. (a) Náhodná veličina X je diskrétńı, stač́ı nám tedy určit pravděpodobnosti pk := P(X = k),

pk =

(
K
k

)(
N−K
n−k

)(
N
n

) , k ∈ {max(n−N +K, 0), . . . ,min(K,n)}.

(b) 1. možnost (kladivem na mouchu): Výpočet je třeba rozdělit na čtyři možnost́ı

1. K ≤ n, n+ k ≤ N , tj. uvažujeme k ∈ {0, ...,K}
2. K > n, n+ k ≤ N , tj. uvažujeme k ∈ {0, ..., n}

3. K ≤ n, n+ k > N , tj. uvažujeme k ∈ {n−N +K, ...,K}
4. K > n, n+ k > N , tj. uvažujeme k ∈ {n−N +K, ..., n}

Pak např́ıklad pro 1. možnost dosazujeme do definice středńı hodnoty

EX =
K∑
k=0

kpk =
K∑
k=1

kpk =
K∑
k=1

k
(
K
k

)(
N−K
n−k

)(
N
n

)
Snadno vid́ıme, že k

(
K
k

)
= n

(
n−1
k−1
)
, tedy

EX =
n(
N
n

) K∑
k=1

(
n− 1

k − 1

)(
N −K
n− k

)
=

n(
N
n

) K−1∑
k=0

(
n− 1

k

)(
N −K + 1− 1

n− k − 1

)

=
n
(
N−1
K−1

)(
N
n

) K−1∑
k=0

(
n−1
k

)(N−1−(K−1)
n−1−k

)(
N−1
K−1

)
V sumě nyńı sč́ıtáme všechny př́ıpustné pravděpodobnosti hypergeometrického rozděleńı s parametry N −
1,K − 1, n− 1. Suma je tedy rovna 1 a dostáváme

EX =
n
(
N−1
K−1

)(
N
n

) = n
K

N
.
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Pro možnosti 2.-4. je výpočet analogický a výsledek totožný.

2. možnost (inteligentńı př́ıstup): Označme

Yi = 1{v i-tém tahu jsme vytáhli karamelovou}, i = 1, . . . , n.

Náhodné veličiny Y1, . . . , Yn jsou závislé, maj́ı alternativńı rozděleńı a plat́ı

X =
n∑
i=1

Yi.

Pro středńı hodnotu X tedy dostáváme vztah

EX = E
n∑
i=1

Yi =
n∑
i=1

EYi =
n∑
i=1

P(Yi = 1).

Pravděpodobnosti P(Yi = 1), i = 1, ..., n dostaneme z věty o úplné pravděpodobnosti:

P(Y1 = 1) =
K

N
,

P(Y2 = 1) = P(Y2 = 1|Y1 = 1)P(Y1 = 1) + P(Y2 = 1|Y1 = 0)P(Y1 = 0) =
K − 1

N − 1

K

N
+

K

N − 1

(
1− K

N

)
=
K

N
,

P(Y3 = 1) = P(Y3 = 1|Y1 = 1, Y2 = 1)P(Y1 = 1, Y2 = 1) + P(Y3 = 1|Y1 = 0, Y2 = 1)P(Y1 = 0, Y2 = 1)

+ P(Y3 = 1|Y1 = 0, Y2 = 0)P(Y1 = 0, Y2 = 0) + P(Y3 = 1|Y1 = 1, Y2 = 0)P(Y1 = 1, Y2 = 0)

= P(Y3 = 1|Y1 = 1, Y2 = 1)P(Y2 = 1|Y1 = 1)P(Y1 = 1) + .......

=
K

N

Stejný výsledek dostaneme pro každé i ∈ {1, ..., n}, a tedy EX = nKN .

(c) Stejný rozklad na součet závislých alternativńıch veličin použijeme i pro výpočet rozptylu a dostaneme

varX = n
K(N −K)(N − n)

N2(N − 1)
.

Cvičeńı 7. Předpokládejte, že máme k dispozici perfektńı generátor náhodných č́ısel z intervalu [0, 1].
Označme jako X náhodnou veličinu, která nám udává vygenerované č́ıslo.

(a) Jakým zp̊usobem poṕı̌seme rozděleńı X? Zapǐste a nakreslete graf.

(b) Nakreslete graf distribučńı funkce. V obou obrázćıch zakreslete pravděpodobnost, s jakou dostaneme
č́ıslo menš́ı než 0.5. S jakou pravděpodobnost́ı dostaneme přesně 0.5?

(c) Źıskané náhodné č́ıslo X umocńıme na druhou a dostaneme tak jiné náhodné č́ıslo Y z intervalu [0, 1].
Je rozděleńı Y stejné jako rozděleńı X?

(d) Jak pomoćı X dostaneme náhodné č́ıslo z intervalu [a, b], kde a < b, a, b ∈ R?

Řešeńı. (a) X ∼ R(0, 1),

f(x) =


0 pro x < 0,

1 pro x ∈ [0, 1],

0 pro x > 1.

(b)

F (x) = P(X ≤ x) =


0 pro x < 0,

x pro x ∈ [0, 1],

1 pro x > 1.
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(c) Označme Y = X2. Rozděleńı náhodné veličiny je jednoznačně určeno distribučńı funkćı. Stač́ı nám
tedy porovnat distribučńı funkce. Můžeme zkusit metodu pokus-omyl a porovnat je jen v jednom bodě,
např́ıklad v 0.5. Vı́me, že FX(0.5) = 0.5, dále

FY (0.5) = P(X2 ≤ 0.5) = P(|X| ≤
√

0.5) = P(−
√

0.5 ≤ X ≤
√

0.5) = FX(
√

0.5)− FX(−
√

0.5) =
√

0.5− 0,

rozděleńı se tedy lǐśı.
(d) Zvolme náhodnou veličinu Y = (b − a)X + a. Ověřte výpočtem distribučńı funkce Y , že se jedná o

rovnoměrné rozděleńı na [a, b].

Cvičeńı 8. Poloměr bubliny vyfouknuté z bublifuku je náhodná veličina R s rovnoměrným rozděleńım na
intervalu [0, 5] cm.

(a) Spočtěte středńı hodnotu a rozptyl poloměru bubliny R.

(b) Spočtěte středńı hodnotu a rozptyl objemu bubliny V = 4
3πR

3.

Řešeńı. (a) EX = 5
2 . Obecně pro X s rovnoměrným rozděleńım na [a, b] máme EX = b+a

2 .

varX = 25
12 . Obecně pro X s rovnoměrným rozděleńım na [a, b] máme varX = (b−a)2

12 .

(b)EV = 53

3 π, varV = 2
9
56

7 π
2

Cvičeńı 9. Počet vadných pixel̊u na obrazovce je náhodná veličina X, která se ř́ıd́ı Poissonovým rozděleńım
s parametrem λ > 0, tj. plat́ı P(X = k) = λk

k! e
−λ, k = 0, 1, 2, . . .

(a) Ověřte, že se skutečně jedná o pravděpodobnostńı rozděleńı.

(b) Spočtěte očekávaný počet vadných pixel̊u na obrazovce.

(c) Spočtěte rozptyl X.

Řešeńı. (a) Využijeme Taylor̊uv rozvoj exponenciály: ex =
∑∞

k=0
xk

k! .∑
k

pk =
∞∑
k=0

λk

k!
e−λ = e−λeλ = 1,

jedná se tedy o pravděpodobnostńı rozděleńı.
(b)

EX =
∞∑
k=0

k
λk

k!
e−λ = ... = λ.

(c)

EX2 =
∞∑
k=0

k2
λk

k!
e−λ = ... = λ(λ+ 1),

a tedy
varX = EX2 − (EX)2 = λ.

Cvičeńı 10. Pravděpodobnost narozeńı dcery je stejná jako pravděpodobnost narozeńı syna. Náhodná
veličina X udává počet dcer v náhodně vybrané rodině se třemi dětmi, veličina Z udává počet mladš́ıch
sester nejstarš́ıho d́ıtěte v téže rodině.

(a) Odvod’te rozděleńı náhodného vektoru (X,Z).

(b) Jaké jsou marginálńı rozděleńı X a Y ?

(c) Jsou veličiny X a Y nezávislé?

(d) Spoč́ıtejte kovarianci X a Z.
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(e) Spočtěte korelaci X a Z.

Řešeńı. (a) Vektor (X,Z) nabývá hodnot v {0, 1, 2, 3}× {0, 1, 2} jeho sdružené rozděleńı je dáno vnitřkem
tabulky

HH
HHHHX

Z
0 1 2

∑
0 1/8 0 0 1/8

1 1/8 1/4 0 3/8

2 0 1/4 1/8 3/8

3 0 0 1/8 1/8∑
1/4 1/2 1/4 1

(b) Marginálńı rozděleńı X je dáno pravým sloupcem tabulky. Marginálńı rozděleńı Z je dáno posledńım
řádkem tabulku.

(c) Nejsou nezávislé, nebot’ např́ıklad

p02 = P(X = 0, Z = 2) = 0 6= 1

8
· 1

4
= pX0 · pZ2

(d) cov(X,Z) = 1
2

(e) corr(X,Z) =
√

2
3

Cvičeńı 11. Náhodná veličina X udává dobu, kterou stráv́ıte čekáńım na tramvaj na Malostranském
náměst́ı (v minutách) a náhodná veličina Y udává dobu, kterou následně stráv́ıte čekáńım na metro A ve
stanici Malostranská (také v minutách). Ze zkušenosti v́ıme, že náhodný vektor (X,Y )T má spojité rozděleńı
s hustotou

f(x, y) =

{
1
2e
−x−y/2 pro x > 0, y > 0,

0, jinak.

(a) Jaké je rozděleńı jednotlivých dob čekáńı (na tramvaj a na metro zvlášt’)?

(b) Jsou doby strávené čekáńım na tramvaj a na metro nezávislé?

(c) S jakou pravděpodobnost́ı je doba čekáńı na tramvaj deľśı než doba čekáńı na metro?

Cvičeńı 12. Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr. Zaj́ımá nás rozděleńı
∑n

i=1Xi.

(a) Jaké je rozděleńı
∑n

i=1Xi , maj́ı-li Xi alternativńı rozděleńı Alt(p), p ∈ (0, 1)?

(b) Uvažujme nezávislé hody pravidelnou kostkou a necht’ Xi udává hodnotu, která padla v hodu i.
Odvod’te rozděleńı součtu X1 +X2. Podobně zapǐste rozděleńı X1 +X2 +X3.

(c) Necht’ Xi maj́ı Poissonovo rozděleńı s parametrem λ > 0. Indukćı ukažte, že
∑n

i=1Xi má Poissonovo
rozděleńı s parametrem nλ.

Cvičeńı 13. Zahradńık má devět nerozeznatelných cibulek tulipán̊u. Šest z nich patř́ı červené odr̊udě a tři
žluté. Zahradńık si vybere čtyři cibulky.

(a) Jaké je rozděleńı počtu vybraných žlutých tulipán̊u?

(b) Po nějaké době se zahradńıkovi pět cibulek ztrat́ı. Jaký je středńı počet červených tulipán̊u, které mu
z̊ustaly?

Řešeńı. (a) X := počet vybraných žlutých tulipán̊u. X ∈ {0, 1, 2, 3},

P(X = k) =

(
3
k

)(
6

4−k
)(

9
4

) , k ∈ {0, 1, 2, 3}

P(X = k) = 0, k ∈ R \ {0, 1, 2, 3},
tj. X ∼ Hypergeom(9, 3, 4).
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(b) Y := počet zbylých červených tulipán̊u. X ∼ Hypergeom(9, 6, 4), EX = 8/3.

Cvičeńı 14. Adam a Blanka si vymysleli sázku. V krabici je 10 b́ılých a 5 černých kouĺı. Adam z nich
náhodně vybere 3 a vlož́ı je (bez pod́ıváńı na barvu) do osud́ı. Blanka má z osud́ı vytáhnout jednu kouli.
Pokud bude b́ılá vyhrává Blanka a Adam ji dá 100 Kč.

(a) Kolik má být sázka spravedlivá pro Blanku, tedy částka, kterou má Blanka vsadit, aby jej́ı středńı
výhra byla 0?

(b) Blanka dostane možnost 30 krát vytáhnout a opět vrátit jednu kouli, přičemž se může pod́ıvat na
barvu. Jak by mohla Blanka odhadnout, jakou má pravděpodobnost vytažeńı b́ılé koule?

(c) Jaké je rozděleńı Blančiny výhry?

Řešeńı. (a) X := počet b́ılých, které Adam vybere ∼ Hypergeom(15, 10, 3).

Y := 1{Blanka vybere b́ılou} ∼ Alt(2/3)

Z := 100 · Y − v · (1− Y ) ∈ {100,−v}. Řeš́ıme rovnici v proměnné v=vsázka Blanky

EZ = 0.

Blanka má vsadit 200Kč.

(b) θ := P(Y = 1), na základě pozorováńı Y1, ..., Y30 z rozděleńı jako má Y definujeme odhad

θ̂n =
1

30

30∑
i=1

Yi.

(c) Y ∼ Alt(2/3). Spoč́ıtáme podmı́něńım na hodnoty X.

Cvičeńı 15. V krabici se 100 výrobky je náhodný počet vadných výrobk̊u. Vı́me, že tento počet má rozděleńı
(téměr) Poissonovo se středńı hodnotou 9 a s rozptylem 9.

(a) S jakou pravděpodobnost́ı máme takové štěst́ı, že ve 100 krabićıch je méně než 855 vadných výrobk̊u?

(b) Jaká je středńı hodnota a rozptyl bezvadných výrobk̊u v krabici?

(c) Kolik krabic bychom si měli koupit, abychom s pravděpodobnost́ı alespoň 0,9 měli nejméně 8000
bezvadných výrobk̊u?

Řešeńı. (a) Použit́ım CLV dostaneme výsledek 0,0668.

(b) Y := počet bezvadných výrobk̊u v jedné krabici. EY = 91, varY = 9.

(c) Použit́ım CLV zjist́ıme, že potřebujeme alespoň 89 krabic.

Cvičeńı 16. Náhodný vektor (X,Y ) má spojité rozděleńı s hustotou

f(x, y) =

{
2 0 < x < y < 1,

0 jinde.

(a) Určete korelačńı matici tohoto náhodného vektoru.

(b) Určete pravděpodobnost P(X < Y/2)

Řešeńı. (a)

V ar(X,Y ) =

(
1/18 1/36
1/36 1/18

)

Corr(X,Y ) =

(
1 1/2

1/2 1

)
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(b) 1/2

Cvičeńı 17. Zaj́ımá nás odhad pravděpodobnosti p výskytu krátkozrakosti u náhodně vybraného obyvatele
CR ve věku 18–40 let. Navrhněte experiment, pomoćı kterého źıskáme takový odhad, a zjistěte, kolik osob
muśıme do experimentu zapojit, aby byl náš odhad natolik přesný, že je od skutečné hodnoty p vzdálen o
méně než 0, 01 s pravděpodobnost́ı větš́ı než 90%.

Řešeńı. Označme Xi = 1{i-tá vybraná osoba je krátkozraká}. Pak Xi ∼ Alt(p), a tedy EXi = p, varXi =
p(1− p). Posloupnost X1, ..., Xn tvoř́ı náhodný výběr. Parametr p lze odhadnout výběrovým pr̊uměrem X̄n.
Tento odhad označ́ıme p̂n. Hledáme n ∈ N tak, že

P (|p̂n − p| ≤ 0.01) > 0.9

Provedeńım několika ekvivalentńıch úprav a použit́ım centrálńı limitńı věty dostaneme výsledek n > 13530.
Muśıme do pr̊uzkumu zapojit alespoň 13530 osob.

Cvičeńı 18. Doba výpočtu (v sekundách) jedné úlohy s náhodným vstupem je náhodná veličina s rozděleńım
s hustotou f(x) = 2/x3 pro x ≥ 1 a f(x) = 0 jinak. Budeme spouštět úlohy sériově (jednu za druhou) a
zaj́ımá nás, s jakou pravděpodobnost́ı bude celková doba výpočtu 100 úloh deľśı než 250 sekund. Můžeme
využ́ıt centrálńı limitńı větu?

Řešeńı. OznačmeXi =doba výpočtu i-té úlohy. PakX1, X2, ... tvoř́ı náhodný výběr. Při ověřováńı podmı́nek
pro použit́ı centrálńı limitńı věty dostaneme varX1 =∞, tuto větu tedy nelze použ́ıt.

Cvičeńı 19. Dokažte princip inkluze a exkluze, tj. máme-li A1, ..., An náhodné jevy, pak

P(
n⋃
i=1

Ai) =
n∑
i=1

P(Ai)−
∑

1≤i<j≤n
P(Ai ∩Aj) + ...+ (−1)n−1P(

n⋂
i=1

Ai).

Řešeńı. Postupujeme matematickou indukćı.

• Pro prvńı indukčńı krok zvoĺıme n = 2. Pak evidentně

P(A ∪B) = P(A) + P(B)− P(A ∩B).

• Předpokládejme, že rovnost plat́ı pro n− 1, tj.

P(
n−1⋃
i=1

Ai) =
n−1∑
i=1

P(Ai)−
∑

1≤i<j≤n−1
P(Ai ∩Aj) + ...+ (−1)nP(

n−1⋂
i=1

Ai).

Označme A = ∪n−1i=1 Ai a B = An. Nyńı použijeme prvńı indukčńı krok pro P(A ∪B), tj.

P(

n−1⋃
i=1

Ai ∪An) = P(

n−1⋃
i=1

Ai) + P(An)− P(

n−1⋃
i=1

(Ai ∩An)).

Na prvńı a posledńı člen použijeme předpoklad, že PIE plat́ı pro n− 1, tj

P(

n−1⋃
i=1

Ai ∪An) =

n−1∑
i=1

P(Ai)−
∑

1≤i<j≤n−1
P(Ai ∩Aj) + ...+ (−1)nP(

n−1⋂
i=1

Ai)

+ P(An)

−
n−1∑
i=1

P(Ai ∩An) + ...+ (−1)n−2
∑

1≤j1<..<jn−2≤n−1
P(

n−2⋂
i=1

Aji ∩An) + (−1)n−1P(

n−1⋂
i=1

Ai ∩An)
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Přeuspořádáńım sč́ıtanc̊u dostaneme

P(

n−1⋃
i=1

Ai ∪An) =

n−1∑
i=1

P(Ai) + P(An)

−
∑

1≤i<j≤n−1
P(Ai ∩Aj)−

n−1∑
i=1

P(Ai ∩An)

+
∑

1≤i<j<k≤n−1
P(Ai ∩Aj ∩Ak) +

∑
1≤i<j≤n−1

P(Ai ∩Aj ∩An)

+ ....+ (−1)n−2P(
n−1⋂
i=1

Ai) + (−1)n−2
∑

1≤j1<..<jn−2≤n−1
P(
n−2⋂
i=1

Aji ∩An)

+ (−1)n−1P(
n−1⋂
i=1

Ai ∩An)

Nyńı si všimneme, že plat́ı tyto rovnosti:

n−1∑
i=1

P(Ai) + P(An) =

n∑
i=1

P(Ai),

∑
1≤i<j≤n−1

P(Ai ∩Aj) +
n−1∑
i=1

P(Ai ∩An) =
∑

1≤i<j≤n
P(Ai ∩Aj),

∑
1≤i<j<k≤n−1

P(Ai ∩Aj ∩Ak) +
∑

1≤i<j≤n−1
P(Ai ∩Aj ∩An) =

∑
1≤i<j<k≤n

P(Ai ∩Aj ∩Ak)

...

P(
n−1⋂
i=1

Ai) +
∑

1≤j1<..<jn−2≤n−1
P(
n−2⋂
i=1

Aji ∩An) =
∑

1≤j1<..<jn−1≤n
P(
n−1⋂
i=1

Aji)

P(

n−1⋂
i=1

Ai ∩An) = P(

n⋂
i=1

Ai)

Dosazeńım těchto rovnost́ı již źıskáme platnost PIE pro n.
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