DALSI PRIKLADY

Cviceni 1. Uvazujme n ruznych dopisu a n ruznych obélek s jiz nadepsanou adresou. Zmatend sekretaika
umisti dopisy do obdlek zcela ndhodné.

(a) Jaka je pravdépodobnost, ze je alespon jeden dopis ve spravné obdlce?

(b) Spoctéte limitu této pravdépodobnosti pro n — oo a zjistéte, jak se tato limita lisi od pfesného
vysledku pron =5 a n = 10.

Reseni. (a) Ocislujeme dopisy &isly 1,...n a stejné tak i pifslusné obalky. Bud 7 permutace na mnoziné
{1,...,n}, tj. zobrazeni (1,...,n) +— (i1,...,i,) aneb po slozkich w(j) = i; € {1,...,n}. Mnozina vSech
vysledku pokusu je rovnd mnoziné vech permutaci na mnoziné {1,...,n} a zadani lze tedy formulovat jako
pravdépodobnost, ze ndhodné zvolend permutace mé alespon jeden pevny bod, tj. existuje i € {1,...,n},
ze 7(i) = 1. Oznacme tento jev A. Tento jev lze zapsat jako sjednoceni jednodussich jevu

kde A; = {m € w;m(i) = i}. Vime, ze |Q] = n! a |4;| = (n — 1)!. Stejné tak je snadno vidét, ze |4; N A;| =
(n — 2)! pro i # j. Takto muzeme pokracovat a vidime, ze
|A;; N NA;, | =(n—k),
atedy P(A; N---NA;,) = %
Nynfi jiz sta¢i jen pouzit princip inkluze a exkluze pro vypocet pravdépodobnosti sjednoceni a dostaneme
n

P(4) = B(Uj 4) = n "D @ i ;(_1)“1 L

(b) Dle Leibnizova kritéria pro konvergenci alternujici fady P(A) konverguje pro n — oo a jeji limita je

rovna e 1

Cviceni 2. Uvazujte t¥idu n osob.

(a) S jakou pravdépodobnosti v této tiidé existuje alespoii jedna osoba, kterd ma narozeniny na Stédry
den? Vy¢islete pro n = 30 a n = 100.

(b) Jaké je pravdépodobnost, ze v této tiidé existuji dva lidé, ktefi maji narozeniny ve stejny den?

(c¢) Kolik nejméné osob musi byt ve tfidé, aby pravdépodobnost z (b) byla vyssi nez 1/2? Pro jednoduchost
vzdy uvazujte, ze rok ma 365 dni a ze se 1idé rodi rovnomérné béhem roku.

Reseni. (a) Oznac¢me jev A = [alespoii jedna osoba mé narozeniny na Stédry den]. Pravdépodobnost to-
hoto jevu spocitame pomoci doplitkkové pravdépodobnosti

a1 (22

(b) Ozna¢me jev A = [dva lidé maji narozeniny ve stejny den]. Opét je jednodussi pouzit doplikovou pravdépodobnos

365 %364 % ...(365 — n + 1)
3657

Cviceni 3. V krabici mame b bilych a a ¢ernych kouli. Postupné je tahdme ven bez vraceni.

P(A) = 1

(a) Jaka je pravdépodobnost, ze vytdhneme bilou kouli v prvnim tahu? A ve druhém?

(b) Jaké je pravdépodobnost, ze (n + 1)-nf tazend koule bude bil4?



Reseni. Piiklad odpovidd konceptu ”Pélyova schématu”.

(a) P(1. vytazena je bild) = GLH,. Déle z véty o tplné pravdépodobnosti

P(2. vytazend je bild) = P(2. je bild|1. je bild) - P(1. je bild) + P(2. je bild|1. je ¢ernd) - P(1. je erna)
b—1 b b a

a—i—b—l'a—l—b—i_a—i—b—l'a—i—b
a

a+b

(b) Celkovy pocet zpusobu, kterym lze vytahnout postupné (a+b) kouli je (a+b)!. Celkovy pocet piiznivych
jevu je b(a+ b — 1)! (odpovida fixovani (n + 1). pozice a ndhodné rozdélenému zbytku). Tedy

P((n+1). vytazena je bild) = —l{)—b
a

pron <a+b—1, jinak je to 0.

Cviceni 4. Na cviceni z Pravdépodobnosti a statistiky se r studentu rozdéluje do n paralelek cviceni.
Predpoklddejme, ze kazdy student si vybira skupinu ndhodné a ze pocet studentt ve skupinach je neomezeny.

(a) Zvolme jednu pevnou paralelku. Urcete pravdépodobnost, Ze se na ni prihlasi pravé k studentu.
(b) Jaka je pravdépodobnost, ze na i—tém cviceni bude prévé k; studentu pro v8echny i = 1,...,n?
(c) Spocitejte limitu pravdépodobnosti z bodu (a) pro n — oo, 7 — oo tak, ze r/n — X > 0.

Reseni. (a) Oznacme X = pocet studenti ve vybrané paralelce. Pak X miize nabyvat hodnoty z {0, ..., 7}.
Pravdépodobnost, ze jeden konkrétni student zvoli tuto paralelku je 1/n =: p. Pro k € {0, ...,r} pak

- ()0 -8

V tomto pfipadé X mé tzv. binomické rozdélen s parametry r, 2 (X ~ Bi(r, 1)).
(b) Oznatme X; = pocet studentii na i-té paralelce. Stejné jako v (a) plati X; ~ Bi(r, ). Chceme, aby
platilo X7 + ... + X,, = r. Pak pro k4, ..., k,, takové, ze k1 + ... + k, = r plati

! 1\ /1\* ! 1\’

Tento predpis odpovidé tzv. multinomickému rozdéleni ((X1, ..., X)) ~ Multi(r, %, vees %))
OznaCme p := % Hleddme limitni rozdéleni pro Bi(r, p), tj. pro k € N

r
li F1—p)yF =2
pHO,r%éorgﬂpH)\>0 (k)p ( p)

Rozepsanim faktoridli a pouzitim asymptotické rovnosti ~ dostaneme

<]:>pk(1 B Ui 1)..l.€!(r —k+1) <i>k <1 - i)“’f

(-3 ()

A
:H-e -1

Alternativné lze pouzit Stirlingovu formuli pro rozpis faktoriali. Co jsme dostali, je predpis pravdépodobnosti
k udalosti tzv. Poissonova rozdéleni s parametrem A, kde tento parametr muzeme interpretovat jako ocekavany
pocet udalosti.



Cviceni 5. Tii lovci vystrelili soucasné na divokého kance. Pravdépodobnosti zasahu jsou po fadé rovny
0.2, 0.4 a 0.6 a lovci stiili nezévisle na sobé.

(a) S jakou pravdépodobnosti kance zastfelil prvni stielec, byl-li kanec zasazen jedinou stielou?

b Necht’ nahodnd velicina X udava poéet stfel, které Z&Séhly kance. Urcete rozdéleni X a nakreslete
distribuéni funkeci.

Reseni. (a) Pravdépodobnost podminky (tj jevu, ze byl kanec stelen pravé jednou stielou). Ta je 157%.

Pravdépodobnost pruniku s jevem, ze kance zastfelil prvni lovec, je %5. Piimo z definice podminéné
pravdépodobnosti dostaneme celkovy vysledek 2%.
(b) Rozdéleni je jednoznacné urceno pravdépodobnostmi pr, = P(X = k), k =0,1,2,3, kde

24 58 37 6
bPo= 7Pl = 559 P2 = 7555 P3 = 5%

125 125 125 125
P(X =) =0proz e R\ {0,1,2,3}.

Cviceni 6. V krabici je NV ¢okolddovych bonbéni, z nichz je K plnéno karamelovou naplni. Vyberete si z
krabice ndhodné n bonbénti. Necht X znaéi pocet vytazenych bonbént s karamelovou néplni.

(a) Urcete rozdéleni X.
(b) Spocitejte stredni hodnotu X.
(c) Spocitejte rozptyl X.
(V bodech (b) a (c) vyuzijte, ze X muzeme napsat jako soucet (zdvislych) 0-1 veli¢in.)
Reseni. (a) Ndhodna velicina X je diskrétni, stacf nam tedy urcit pravdépodobnosti py, := P(X = k),
- BG0)

n

k € {max(n — N + K,0),...,min(K,n)}.

(b) 1. moznost (kladivem na mouchu): Vypocet je tfeba rozdélit na ¢tyii moznosti

1. K <n,n+k < N, tj. uwvazujeme k € {0, ..., K}

2. K >n,n+k < N, tj. uvazujeme k € {0,...,n}
3. K <n,n+k>N,tj. uvazujeme k € {n — N+ K, ... K}
4. K >n,n+ k> N, tj. uwvazujeme k € {n — N+ K,...,n}

Pak naptiklad pro 1. moznost dosazujeme do definice stfedni hodnoty

EX = i kg = i kp = i ki (Iif)(](ngl_f)

oS- RO
() O CEEY)
G = (A1)

V sumé nyni s¢itdme vSechny piipustné pravdépodobnosti hypergeometrického rozdéleni s parametry N —
1, K —1,n — 1. Suma je tedy rovna 1 a dostdvame

n(x1) _ K
()

EX =




Pro moznosti 2.-4. je vypocet analogicky a vysledek totozny.

2. moznost (inteligentni pfistup): Oznacme
Y; = 1{v i-tém tahu jsme vytdhli karamelovou},i =1,... n.

Nédhodné veli¢iny Yi,..., Y, jsou zavislé, maji alternativni rozdéleni a plati

n
X=>v.
i=1
Pro stfedni hodnotu X tedy dostavame vztah
n n n
EX=E) Y;=) EY;=)» P(Y;=1).
i=1 i=1 i=1

Pravdépodobnosti P(Y; = 1),7 = 1,...,n dostaneme z véty o plné pravdépodobnosti:

K-1K K K

P(Yy =1) = P(Ya = 1|V = 1)P(Y; = 1) + P(Y; = 1]Y; = 0)P(Y; = 0) = =

(¥ = 1) = P(43 = LYy = 1P(Y; = 1)+ B(¥a = L =0)B(¥i =0) = - =1 3+ 3 (1- )

P(YVs=1)=P(Ys=1Y; =1,V = DP(Y; =1, Y3 = 1) + P(Y3 = 1|V; = 0,Y, = 1)P(Y; = 0,Y3 = 1
+]P><Y3:1’Y1:O,YQZO)P(YI:0,Y220)+P(Y3:1’Y1:1,Y2:0)IP(}/1:1,Y2:O)
—P(Ys=1Y1 =1,V = 1)P(Ya = 1|V = DP(Y; = 1) + ...

~—

s C1s s K
Stejny vysledek dostaneme pro kazdé i € {1,...,n}, a tedy EX = nx.
(c) Stejny rozklad na soucet zavislych alternativnich veli¢in pouzijeme i pro vypocet rozptylu a dostaneme

K(N — K)(N —n)

varX =n NQ(N Y

Cviceni 7. Piedpoklddejte, ze mame k dispozici perfektni generator ndhodnych éisel z intervalu [0, 1].
Ozna¢me jako X ndhodnou veli¢inu, kterd nam udéva vygenerované ¢&islo.

(a) Jakym zpusobem popiSeme rozdéleni X? Zapiste a nakreslete graf.

(b) Nakreslete graf distribu¢ni funkce. V obou obrézcich zakreslete pravdépodobnost, s jakou dostaneme
¢islo mensi nez 0.5. S jakou pravdépodobnosti dostaneme piesné 0.57

(c) Ziskané ndhodné ¢islo X umocnime na druhou a dostaneme tak jiné ndhodné ¢islo Y z intervalu [0, 1].
Je rozdéleni Y stejné jako rozdéleni X7

(d) Jak pomoci X dostaneme ndhodné ¢islo z intervalu [a, b], kde a < b,a,b € R?

Reseni. (a) X ~ R(0,1),

0 prozxz <0,
f(x) =491 prozel0,1],
0 proz>1.
(b)
0 proz <0,
Flz)=P(X <z)=<x proze|0,1],
1 proz>1.



(c) Ozna¢me Y = X?2. Rozdéleni ndhodné veli¢iny je jednoznaéné uréeno distribucni funkei. Staci ndm
tedy porovnat distribu¢ni funkce. Muzeme zkusit metodu pokus-omyl a porovnat je jen v jednom bodé,
napiiklad v 0.5. Vime, ze Fx(0.5) = 0.5, déle

Fy(0.5) = P(X% < 0.5) = P(]X]| < V0.5) = P(—V0.5 < X <0.5) = Fx(1/0.5) — Fx(—v0.5) = V0.5 — 0,

rozdéleni se tedy lisi.
(d) Zvolme ndhodnou veli¢inu Y = (b — a)X + a. Ovéite vypoctem distribuéni funkce Y, ze se jednd o
rovnomeérné rozdéleni na [a, b].

Cviceni 8. Polomér bubliny vyfouknuté z bublifuku je ndhodnd veli¢ina R s rovhomérnym rozdélenim na
intervalu [0, 5] cm.

(a) Spoctéte stiedni hodnotu a rozptyl poloméru bubliny R.
(b) Spoctéte stiedni hodnotu a rozptyl objemu bubliny V' = %WR‘?
Reseni. (a) EX = 2. Obecné pro X s rovnomérnym rozdélenim na [a,b] mdme EX = HT‘L.

(b—a)?
IR

varX = 23. Obecné pro X s rovnomérnym rozdélenim na [a, b] méme varX =
_ 5 — 255 2
(b)EV = Sm,varV = %7

Cviceni 9. Pocet vadnych pixelt na obrazoxkzce je ndhodn4 veli¢ina X, kterd se #idi Poissonovym rozdélenim
s parametrem A\ > 0, tj. plati P(X = k) = %e_’\, k=0,1,2,...

(a) Overte, ze se skutecné jednd o pravdépodobnostni rozdéleni.
(b) Spoctéte ocekdvany pocet vadnych pixelt na obrazovce.

(c) Spoctéte rozptyl X.

5 - . .. . . . K
Reseni. (a) Vyuzijeme Tayloruv rozvoj exponencidly: e* = > 72 7+.

Y 2
Zpk - 7'6 =€ = 17
k k=0 k
jednd se tedy o pravdépodobnostni rozdéleni.
(b)
00 )\k )
EX =) koge ==
k=0
(c)
EX? = Z"?g A= =AA+1),
k=0 ’

a tedy
varX = EX? — (EX)? = \.

Cviceni 10. Pravdépodobnost narozeni dcery je stejna jako pravdépodobnost narozeni syna. Nahodna
velicina X udava pocet dcer v ndhodné vybrané rodiné se tfemi détmi, veli¢ina Z udava pocet mladsich
sester nejstarsiho ditéte v téze rodiné.

(a) Odvod'te rozdélen{ ndhodného vektoru (X, Z).
(b) Jaké jsou margindlni rozdéleni X a Y 7

)
)

(c) Jsou veliciny X a Y nezavislé?
)

(d) Spocitejte kovarianci X a Z.



(e) Spoctéte korelaci X a Z.

Reseni. (a) Vektor (X, Z) nabyva hodnot v {0,1,2,3} x {0, 1,2} jeho sdruzené rozdélenf je déno vnitikem
tabulky

Z
X 0 1 2 S
0 1/8 0 0 1/8
1 1/8 1/4 0 3/8
2 0 1/4 1/8 3/8
3 0 0 1/8 1/8

DY [ va [ 12 | y4 [ 1]
(b) Marginélni rozdéleni X je déno pravym sloupcem tabulky. Marginalni rozdéleni Z je déno poslednim

fadkem tabulku.
(c) Nejsou nezdvislé, nebot napiiklad

pQQZP(XZO,Z:2):O7é

(d) cov(X,Z) =3
(e) corr(X, Z) = \/g

Cviceni 11. Nihodnd velicina X udava dobu, kterou stravite ¢ekdnim na tramvaj na Malostranském
ndmeésti (v minutach) a nahodnd veli¢ina Y udéva dobu, kterou nasledné stravite ¢ekanim na metro A ve
stanici Malostranské (také v minutdch). Ze zkusenosti vime, ze ndhodny vektor (X, Y)? m4 spojité rozdéleni
s hustotou

1,—z-y/2
e rox >0,y > 0,
fla,y) =12 ! e
0, jinak.

(a) Jaké je rozdéleni jednotlivych dob ¢ekdni (na tramvaj a na metro zvlast)?

(b) Jsou doby stravené ¢ekanim na tramvaj a na metro nezavislé?

(c) S jakou pravdépodobnosti je doba ¢ekéni na tramvaj delsi nez doba ¢ekdni na metro?
Cviceni 12. Necht X;,..., X, je ndhodny vybér. Zajimé nés rozdélent y ;" | X;.

a) Jaké je rozdéleni S . X, , maji-li X; alternativni rozdéleni Alt(p),p € (0,1)?

i=1

(b) Uvazujme nezéavislé hody pravidelnou kostkou a necht X; udévd hodnotu, kterd padla v hodu i.
Odvod'te rozdéleni souc¢tu X; + Xo. Podobné zapiste rozdéleni X; + X + X3.

(c) Necht X; maji Poissonovo rozdéleni s parametrem A\ > 0. Indukei ukazte, ze Y ;- ; X; ma Poissonovo
rozdéleni s parametrem nA\.

Cviceni 13. Zahradnik m& devét nerozeznatelnych cibulek tulipani. Sest z nich patif ¢ervené odrudeé a tii
zluté. Zahradnik si vybere ¢tyfi cibulky.

(a) Jaké je rozdéleni poctu vybranych zlutych tulipana?

(b) Po néjaké dobé se zahradnikovi pét cibulek ztrati. Jaky je stfedni pocet ¢ervenych tulipdnu, které mu
zustaly?

Reseni. (a) X := pocet vybranych zlutych tulipani. X € {0,1,2, 3},
3\( 6
_ WG
@
4

0, keR\{0,1,2,3},

ke {0,1,2,3}

=
>
I

=
I

tj. X ~ Hypergeom(9,3,4).



(b) Y := pocet zbylych cervenych tulipinu. X ~ Hypergeom(9,6,4), EX = 8/3.

Cviceni 14. Adam a Blanka si vymysleli sdzku. V krabici je 10 bilych a 5 ¢ernych kouli. Adam z nich
ndhodné vybere 3 a vlozi je (bez podivéni na barvu) do osudi. Blanka ma z osudi vytdahnout jednu kouli.
Pokud bude bild vyhrava Blanka a Adam ji da4 100 K¢.

(a) Kolik ma byt sdzka spravedlivd pro Blanku, tedy ¢édstka, kterou mé Blanka vsadit, aby jeji stfedni
vyhra byla 07

(b) Blanka dostane moznost 30 krét vytahnout a opét vratit jednu kouli, pficemz se muze podivat na
barvu. Jak by mohla Blanka odhadnout, jakou méa pravdépodobnost vytazeni bilé koule?

(c) Jaké je rozdéleni Blanc¢iny vyhry?
Reseni. (a) X := pocet bilych, které Adam vybere ~ Hypergeom(15,10,3).
Y := 1{Blanka vybere bilou} ~ Alt(2/3)
Z:=100-Y —v- (1Y) € {100, —v}. Resime rovnici v proménné v=vsazka Blanky
EZ =0.
Blanka ma vsadit 200K¢.

(b) 0 :=P(Y = 1), na zdkladé pozorovani Y7, ..., Y3y z rozdéleni jako mé Y definujeme odhad

(¢) Y ~ Alt(2/3). Spocitdme podminénim na hodnoty X.

Cviceni 15. V krabici se 100 vyrobky je ndhodny pocet vadnych vyrobku. Vime, Ze tento pocet ma rozdéleni
(témeér) Poissonovo se stiedni hodnotou 9 a s rozptylem 9.

(a) S jakou pravdépodobnosti mame takové stésti, ze ve 100 krabicich je méné nez 855 vadnych vyrobku?
(b) Jaka je stiedni hodnota a rozptyl bezvadnych vyrobku v krabici?

(c¢) Kolik krabic bychom si méli koupit, abychom s pravdépodobnosti alespori 0,9 méli nejméné 8000
bezvadnych vyrobku?

Reseni. (a) Pouzitim CLV dostaneme vysledek 0,0668.
(b) Y := pocet bezvadnych vyrobku v jedné krabici. EY = 91, varY = 9.
(¢) Pouzitim CLV zjistime, ze potfebujeme alespon 89 krabic.

Cviceni 16. Nahodny vektor (X,Y) ma spojité rozdéleni s hustotou

2 O<e<y<l,
0 jinde.

fl@y) = {
(a) Urcete korelaéni matici tohoto ndhodného vektoru.
(b) Urcete pravdépodobnost P(X < Y/2)
Reseni. (a)

_ [1/18 1/36
V‘”(X’Y)_(l/% 1/18)

Corr(X,Y) = <1}2 1{2)

7



(b) 1/2

Cviceni 17. Zajima nas odhad pravdépodobnosti p vyskytu kratkozrakosti u ndhodné vybraného obyvatele
CR ve véku 18-40 let. Navrhnéte experiment, pomoci kterého ziskame takovy odhad, a zjistéte, kolik osob
musime do experimentu zapojit, aby byl nas odhad natolik pfesny, ze je od skuteé¢né hodnoty p vzdéalen o
méné nez 0,01 s pravdépodobnosti vétsi nez 90%.

Reseni. Oznacme X; = 1{i-t4 vybrana osoba je kratkozraka}. Pak X; ~ Alt(p), a tedy EX; = p, varX; =
p(1—p). Posloupnost X1, ..., X;, tvoii ndhodny vybér. Parametr p 1ze odhadnout vybérovym prumérem X,,.
Tento odhad oznacime p,,. Hleddme n € N tak, ze

P (|pn — p| < 0.01) > 0.9

Provedenim nékolika ekvivalentnich tprav a pouzitim centralni limitni véty dostaneme vysledek n > 13530.
Musime do pruzkumu zapojit alespon 13530 osob.

Cviceni 18. Doba vypoctu (v sekundéch) jedné ilohy s ndhodnym vstupem je ndhodn4 veli¢ina s rozdélenim
s hustotou f(x) = 2/2® pro x > 1 a f(x) = 0 jinak. Budeme spoustét tlohy sériové (jednu za druhou) a
zajima nas, s jakou pravdépodobnosti bude celkova doba vypoétu 100 tloh delsi nez 250 sekund. Muzeme
vyuzit centralni limitni vétu?

Reseni. Oznaéme X; =doba vypoctu i-té dlohy. Pak X1, X, ... tvoif ndhodny vybér. Pii ovéfovéni podminek
pro pouziti centralni limitni véty dostaneme varX; = oo, tuto vétu tedy nelze pouzit.

Cviceni 19. Dokazte princip inkluze a exkluze, tj. mame-li Ay, ..., A, ndhodné jevy, pak

n

Ai):iP(Ai)— > PANA) + .+ ()R] Ao
=1

n
j 1<i<j<n i=1

P(J
=1

Reseni. Postupujeme matematickou indukei.

e Pro prvni indukéni krok zvolime n = 2. Pak evidentné

P(AUB) =P(A) +P(B) —P(AN B).

e Predpoklddejme, ze rovnost plati pro n — 1, tj.

n—1 n—1 n—1
P(JA) =) PA)— D PANA)+..+ (1) "P([] A).
i=1 =1 =1

1<i<j<n—1

Oznatme A = Uff:_llAi a B = A,. Nyni pouzijeme prvni indukéni krok pro P(A U B), tj.

n—1

n—1 n—1
P(| ) AiuA,) =P(J Ai) +P(A,) — P({ (4i N Ap)).
=1 =1

=1

Na prvni a posledni ¢len pouzijeme piredpoklad, ze PIE plati pro n — 1, tj
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Preusporddanim séitancu dostaneme
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Nyni si vSimneme, ze plati tyto rovnosti:

n—1 n

D P(A) +P(An) = D P(A),
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Dosazenim téchto rovnosti jiz ziskame platnost PIE pro n.



